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EXECUTIVE SUMMARY

The energetic approach can prove existence and uniqueness of solutions for the KdV equation. The goal of
this report is to make this approach, developed in [I], accessible for math students who are not familiar with
the field. After some preliminary concepts (Sobolev spaces [2], Unbounded operators [3]), we solve a regularized
version of KAV and we then use an energetic method to transpose our results to prove existence and uniqueness
of solutions for KdV.
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1
INTRODUCTION

1.1 L’EqQuaTiON KDV

Dans ce rapport nous étudions 1’équation KdV(Korteweg-de Vries). Il s’agit d’une équation au dérivées
partielles qui apparait, par exemple, dans la description physique des vagues en eaux peu profondes [4]. Cette
équation non linéaire dont on connait une solution exacte a été extensivement étudiée et généralisée [5]. Le
probléeme de Cauchy non linéaire correspondant est le suivant :

VreR, u(0,z) =up.

ou u est une fonction suffisamment lisse & deux variables réelles.

1.2 ESPACES DE SOBOLEV

Pour préciser ce que signifie suffisamment lisse, rappelons la définition et quelques propriétés des espaces de
Sobolev, comme décrit dans [2].

Définition 1.1 (espaces de Sobolev). Pour s € N* on définit H*(R) = H® := {u € L*R),D% €

S

L%(R) pour 0 < a < s}. Muni de la norme ||u||%. = Z ||[D*u||2. il forme un espace de Hilbert.
k=0
De maniére alternative on peut définir H® = {u € S'(R), (1 + £2)34(¢) € L?} et le munir de la norme
1
l[ul| = (g (1 + &2)*|a(£)]?d€)2 équivalente & ||ul|g- ce qui permet d’étendre la définition & s € R.

Démonstration.
Soit s € N*

— Soit (u,) une suite de Cauchy de H®. Comme || [|pz < || ||ms, (un) est aussi de Cauchy dans L? qui

2
est complet. Ainsi il existe u € L2 tel que u, L w or par Cauchy-Schwartz, L? s’injecte continuement

dans D'(R). Ainsi, u, Dowet pour 0 < k< sona:

Vo € C°, < Uy, p*) > - < u,d® >

ie ulf) B DFy. Or comme | ®||2 <|| ||aes, on sait que (uﬁ,k)) est convergente dans L2

2 s
Par unicité de la limite, D*u € L? et uS{“) s D*u d’ott on conclut que Uy, 5w et que H?® est complet.

— Soit u € S'(R) tel que (1 +¢2)34(¢) € L2, on a pour k € {0,...,s}

(el < o/ ({ ) etal < 1+ €)2pal € 12
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On en déduit que D*u € L? et donc que u € H*. On a également que :

He ZIIZ& allte < sll(+€2)*/%allg.

JullF

Réciproquement, si v € H* C §'(R), on a :

s/24 - S . ~ . S s
I+ ez < 3 (D) ieran = 3 (7)1 <2 fulfe

k=0 k=0

me et [|(1 4 €2)*/%4|2 sont

Ainsi H* = {u € S'(R), (1 + &2)2a(¢) € L%} et les deux normes ||ul
équivalentes.
O

Proposition 1.1 (densité de C>°(R) dans H?). Soit s € N*, C2°(R) est dense dans (H*(R), || ||ms)-

Démonstration. On a les inclusions suivantes C° — & <  H?.

dense  CO et dense

— Montrons la densité de C° — S.

Soit ¢ € S, et ¢ une fonction C* & valeurs dans [0, 1], valant 1 sur [—1,1] et 0 sur R\ [—2,2].
Alors pour M > 1, ¢ : x — ((57)¢() appartient & C° et pour a, f € N

B
||wa<¢—¢>M><5>|oo<|xa¢<ﬁ><1—<<fw>>|oo+z(§> EllC® (e8Pl

k=0

ﬁﬂ+1

< a4 (B) r (k) a (k)
\xg[sfﬁm‘w @)+ =37 jmax, (1€ ]leo max |76 e

— 0 car p € S
M —o0

— Montrons la continuité de S < H?. Soit ¢,, — 0 dans S. On a

s ZWHL S lles® e le™MI2 = 0

k=0

[|6nll3

N H®
c’est a dire ¢,, — 0.

— Montrons la densité de S — H®. Soit u € H* alors par densité de C° dans L2, il existe (¢,,) € (L2)N tel

que ¢, = (1 + £2)%/24. On a alors,
0= lim [jun — a(1 + £2)*/2||L2
n— oo
= Tim [[(1+€2)*/2((1+ €)™ 2u, — @)|z2

= lim ||(1+€%)~*/%up — u)||m:

En effet comme u,, € L2 C S, (1 +£2)*/%u, € S et (1 4+ £2)~%/%u,, € S. Ainsi S est dense dans H®.

On en conclut que C°(R) est bien dense dans H*(R). O
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Proposition 1.2 Pour s > 1, il existe C > 0 tel que :
Vu € B, [l 1 < Clful-

Soit u € H®, par Cauchy-Schwartz :
lalles = 1+ €377+ €2 2a(o)] ot
(1 +€3)7*2|[e2 (1 + €2)°/%a |2

<
<A+ )72 |2 ul

Démonstration.

Hs

Avec C = [|(1 4 £2)7*/2||r2 < oo lorsque s > 1.

Proposition 1.3 Si s > 2, H*(R) est stable par produit et
3C > 0,YVu,v € H®, ||uwv||gs < C|ul|ms||v]|ms-

Démonstration.
Y(z,y) €R%2(x —y)® + 20> —2? = (z —2y)* = 0.

Ainsi soit s > 1 et (£,7) € R?, Notons 8, (&) = (1 + £2)/2

025(&) = (1+€)° < (1 +2(6—n)? +21%)°
<2+ (E—n)?+1+n?)°

Puis par I'inégalité de Jensen, on en déduit que :

Vs > 2, 0,(8) < 2°05(§ —n) + 2°05(n).

De plus, si u,v € H* et s > 2,

18.(€)T(€)| = /R 0.(€)a(€ — n)o(n) dn‘
< ( [ 10446 = wate =l x sl an+ [ late— )l < lo.ojoto) dn)

< 2°(|0sa] * [o] + |a]  |050] )

D’ou par I'inégalité de Young,

10swvl|Lz < 2° (|| 10sa] * |9] ||z + || |a] * |059] ||L> )
<

2°([16sallezlo] Lr + |al1]1050]|2)

En utilisant la prop il existe C' > 0 tel que :

lluvllae = [165@0lle < 5 (ll6sallealollne + llulla:(|650]2 ) = Clfulls: ||v][-.
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Proposition 1.4 (De Morrey). Soit k € Net s > 1 + k.
H*(R) s’injecte continuement dans By (R), I’ensemble des fonctions C¥ dont les dérivées jusqu'a I'ordre k
tendent vers 0 en Fo0.

Démonstration.

— On commence par le cas k = 0. Soit v € H°. On a pour z,h € R :

lu(z +h) —u(z)| =

/a(g)(eig(m—i-h) _eigac) df’
R

/e
< /R 2a(¢) sin (2) | d

Or 2|a(&) sin %| est dominée par 2|a| € L' (proposition 1.2).

Par convergence dominée, |u(z + h) — u(x)| 300 et u est continue.
On a de plus :

|lulloe = sup [u(z)| < / [a(§)] A& = [[af|Lr < Cflullu-.
IS R

Soit € > 0. Par la prop Jue € CF,||lu — uc|lps < &. Dot ||[u — uel|oo < € et en particulier pour
YV ¢ supp ue, |u(z)| < e. Ainsi u(z) — 0.

z—+o0

— Pour k > 1, on proceéde par récurrence. En effet, ' € H*~' < B*~! par hypothese de récurrence. Et
par le premier point u € C° et tend vers 0 en 4o00. Ce qui signifie que u € BF

O
I Remarque 1.1 En particulier pour s > 1 et u,v € H*, on a [, u'v = — [, uv'.
On peut maintenant préciser le probleme . Pour T' > 0 et s > 0 donnés, on cherche une solution de :
u € C([0,T], H¥) nct ([0, T], H*H)
Up + Uggy + utty =0 (2)

u(0) = ug

Pour pouvoir démontrer des propriétés sur le probléeme , nous seront amenés a supposer T  suffisamment
petit et s suffisamment grand.

1.3 OPERATEURS NON BORNES

La dérivation dans H® n’est pas un opérateur de H® dans lui-méme. Dans ce paragraphe, inspiré de [3], nous
établirons un cadre a ce type de fonctions.

Soit (H,(, )g) un espace de Hilbert.

Définition 1.2 (opérateur non borné). Un opérateur non borné est un couple (A4, D) ot D est un sev de H
et A: D — H une application linéaire.

On note G(A) C H x H le graphe d’un opérateur non borné A.
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Définition 1.3 On dit qu’'un opérateur non borné A est :
— dissipatif si Vg € D, (Ag,9)n <0
— maximal dissipatif s’il est dissipatif et I — A : D — H est surjectif.

Proposition 1.5 On a :
— (A,D) est dissipatif ssi VA > 0Vg € H,||(I — XA)g|luz = ||9]|u-
— Si (A4, D) est maximal-dissipatif alors (AA, D) lest aussi pour A > 0.
— Si (A, D) est maximal-dissipatif, alors G(A) est fermé dans H x H.

Démonstration.
— si A est dissipatif, pour A > 0 et g € H, ||(I — XA)g||% = |lg||% + N2||Ag||% — 2A(Ag, g) = ||g]|%-
pour A > 0et g € H,||(I = XA)gl|% — llgl|% = 0 i.e. \%||Ag||*> — 2A(Ag, g) > 0. En divisant par A
et en prenant A — 0, on obtient que (Ag,g) < 0.
— Soit A > 0. Il est clair que AA est dissipatif.
Par définition et en utilisant le point précédent, (I — A) : D — H est bijectif et |[(I — A)71|| < 1.
H —H
g ~IT-A Q-39+ 3h)
Onag—AAg=h < g=F(g). Or F est contractante :

Soit h € H, notons F {

1 _ 1
V(g1,92) € H,||F(91) — Flg2)l| < (1 - YU —4) I gr = galler < (1 - 3 o1 = glln.

Par le point fixe de Banach, I — AA est surjectif. Ainsi (A4, D) est maximal dissipatif.
— Soit (gn, hn) € G(A)N tel que (gn, hn) = (g,h). Alors Vn € N, g, = (I — A)~(gn — hy). Or (I — A)~1
n o0
est continue. En passant a la limite, g = (I — A)~*(g — h) i.e. g — Ag =g — h et (g,h) € G(A).

O
I Remarque 1.2 On peut ainsi définir pour A > 0, la résolvante Ry = (I — AA)~! ot ||Ry|| < 1.
Définition 1.4 Soit (A4, D) un opérateur. On note
D* = {h’ € H,df e HVg e D’(Agah)H = (gaf)H}
et on définit (A*, D*) par A*h = f pour h € D*.
Lemme 1.1 Soit (A, D) maximal dissipatif alors pour A > 0, ARy = R\A = {(—I + R))
Démonstration. AR\ = —1(I —AA)R\ + 1Ry = 1 (-1 + R\) = —3R\(I — M) + 1Ry = R\A. O

Proposition 1.6 Un opérateur A maximal-dissipatif vérifiant G(A) C G(A*) est autoadjoint.

Démonstration.
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— Montrons que (A*, D*) est dissipatif. Soit h € D*, alors Ry\h € D et (A*h, R\h)g = (h, AR\h) .
D’ot par le lemme [T]] :

(A*h, Rah)ir = < ((h, Rah) i — ||hl[)

>| =

1
< SR (IRl = 1) <.

Or ||h — Rah||g = || AR AR||g < M||AR||g — 0. Ainsi (A*h,h) = lim (A*h, Ryh) < 0.
A—0 A—0F
— Soit h € D*. Par maximal-dissipativité de A, il existe g € D tel que g — Ag = h — A*h. Comme
G(A) C G(A*),ona g—h = A*(g—h). Or par dissipativité de A*, 0 = ||[(I — A*)(g—h)||z = ||lg—h||a-
Ainsih=ge€ Det A= A*.
O

Théoreme 1.1 (Yosida cas autoadjoint). Soit (A4, D) un opérateur autoadjoint et maximal dissipatif. Alors
il existe un unique semigroupe noté (S(t));>o ou (e4);>0 tel que pour tout g € H, u(t) = S(t)g soit solution

@ w € C([0, 00), H) N C((0, 00), D) NC((0, 00), H)

uy = Au
u(0) =g

De plus Vt > 0,]|S(¥)|] < 1

Lemme 1.2 Soit ¢ : Ry — H continue et une famille d’opérateurs (S(t)):.0 de H dans H tel que :
— ViZ0,[IS@)] <1
— pour tout g € H, t € Ry — S(t)g € H soit continue

alors t — S(t)¢(t) est aussi continue.

Démonstration. Montrons par exemple la continuité a droite. Pour ¢t > tq > 0 :
1S(@)p(t) — S(to)e(to)lla < [|S(#)(P(t) — ¢(to))llm + [[(S(t) — S(to))d(to)l|a

Or [|S(t)(o(t) — o(to)lla < ||o(t) — d(to)|| t:t>+ 0 par continuité de ¢.
Et [|(S(t) — S(t0))o(to)||lg — O par continuitéode t— S(t)o(to). O
t—ts

2
REGULARISATION PARABOLIQUE DE L’EQUATION KDV

Dans un premier temps, on étudiera la régularisation de I’équation (2)), par 'ajout d’une dérivée 4°me :

{u e c([0,T], H ) nci(jo, T], H*)

Ut + €Upzgr + Ugze + Uty =0
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Dans un deuxiéme temps on regardera ce que deviennent les solutions ainsi obtenues lorsque ¢ — 0. Cette
démarche est tirée du début de [IJ.

etd?

2.1 DEFINITION DE L'OPERATEUR €~

On consideére 1’équation comme une perturbation de u; = —ediu.
Soit s € N. Notons D = H**4(R), H = H*(R) et A= —90%: D — H.

Proposition 2.1 (A, D) est un opérateur maximal-dissipatif dans H.

Démonstration.

— Soit u € H%, alors
(—0%u,u)2 = 7/ v u dr = 7/(8§u)2 dz <0.
R R

En effet par intégration par parties, Yu,v € C°(R), [ Opu v dz = [, 02u 82v dz. Puis par densité de
C(R) dans H* on obtient : Vu,v € H*, (=02u, v)12 = —(0%u, 0%v)y:.
D’ott Yu,v € D, (Au,u)ys = —(02u, 82u)ys < 0. Ainsi A est négatif donc dissipatif.

— Montrons que dans le cas s =0, (A, D) est maximal-dissipatif. Soit

L { H?x H2 —R
(u,v) = fpu(x)o(z) dz + [pu”(z)v"(x) dz

Par Cauchy-Schwartz, a est une application bilinéaire continue de (H?,|| ||g2).
De plus, en utilisant la remarque on a pour u € H? :

/u'(:z:)2 dz = ‘/ wu” dx
R R

(lellE> + [l IE2)-

1
< Hullea|lullee < 5

Ainsi,

1 1
a(u,u) = S(lullt2 + llw”IIE2) + 5 (IlullEz + [lu"]E2)

WV

1 1
5 (lulle +[lullE=) + S ll'| |22

WV

1
Sl

a est coercive.
Soit f € L2, on applique le théoréme de Lax-Miller & a et & la forme linéaire continue ¢ € H? — [ ré.
Il existe donc h € H?, tel que V¢ € H?, a(h,¢) = [, f¢. Au sens des distributions h*) = f — h. Ainsi
heHieth— Ah = f.
Ainsi, (A, H*) est maximal dissipatif dans L2.

— Pour s > 1, on suppose par réccurrence que (A, H*T3) est maximal dissipatif dans H*~!. Soit f € H?,
alors il existe u € H**3 tel que u — Au = f. On a alors D*u = f —u € H* et u € H**. Ainsi (A, H*™*)
est maximal dissipatif dans H*.

O
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Proposition 2.2 Le semigroupe (e‘etai)t est bien défini pour tout € > 0. On a de plus un effet régularisant
ie. Vg€ H, e “%ge D.

Démonstration.
— Par la proposition [I.5] on peut supposer € = 1.

— Par intégration par parties, on a :
Vu,v € D, (Au,v)g= = (u, Av)gs.

Ainsi G(A) C G(A*). En utilisant la proposition[L.6} et la proposition[2.1on a que (A, D) est autoadjoint

dans H.
— Par le théoreme de Yosida dans le cas autoadjoint on obtient que (e’etai)t est bien défini et
régularisant.
O
2.2 QUELQUES INEGALITES
Proposition 2.3 Soit g € L2, alors TF(e~%2g)(¢) = e~<€" T Fg(¢).
Démonstration. Notons u(t) = e~:g. On a: Opu = —ed4u donc en Fourier :
du —
U 0)(e) = —e*ulDe).
Supposons qu'il existe g € L*(R), tel que V(t,z) € R?, [02u(t)(z)| < g(x).
Alors par convergence dominée, on a %(t) = d“T(tt). Ainsi, t — u/(t\)(§) est solution de I’équation f'(t) =
—e&*f(t) d’ott on déduit le résultat. O

Proposition 2.4 Pour s > 3 et u,v € H®, on a pour tout ¢ > 0 les inégalités suivantes :

4
lle™ % ullme < ful|s-
1

—etd? 93
lle Fpullue < 3/433/4

[lea] |

—etd*
||6 €t IUquHS < m”u”%{s

4
lle™ 9% (utty — vo,)||1e < [lu+ v||g=||w — v||a-

/44174

ou C > 0 ne dépend que de s.

Démonstration.
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— En utilisant la prop 2.3

4 Y 4 .
~au|ge = ||(1 4 %) 2e=tu||L2 = ||(1+£%)7 e d|L2 < [|(1+£%)%d|L2 = ||ul

lle

HS .
— De méme en remplagant u par 8i’u,

—etd? —ete* 03 —ete? ~
le™ = 83ullme = [|(1 + &%)*/%e™ % B3ul|r2 = [|€% ™ (1 + €2)*/ 2|z

Par convexité, on a Vy > 0,ye ¥ < ﬁ < 1. En lappliquant a y = %et§4, on obtient (%etﬁ‘*e*%“ﬁ)% <1
ie.

1
e3/443/4°

536751554 < (2)3/4(6073/4 <

En remplacant dans 1’égalité précédente :

et 1 $/2 ~ 1
|le™%ul|gs < W”(l+£2) 4|2 = W”W

Hs -

— De méme pour uu,,

—etd? _ 2\s/2 7et§4a u72 _} —etg* 2\s5/27 2
el = 11+ €2)72e7€° 9, () g = Ll 46" (1 + €3)/22 o

Par convexité, on a (detéte=4€€")1 < 1 clest & dire Le=t" < %W D’ou
—etdt 1 2
||€ € mquHHe <W||U ||Hs

En utilisant la prop [I.3] il existe C' ne dépendant que de s tel que :
C

—etd)
lle™ HSgW'

2
Hs -

— Comme précédemment on a I'inégalité :

gt 1
e etaz(uum _UUI)HHS < W||U2 _’[)2HHS.

La propdonne cette fois |[u? — v?|| < C||lu — v|

u+ |

Hs s ce qui donne la derniére inégalité.

O

2.3 EXISTENCE D’UNE SOLUTION DE L'EQUATION RECULARISEE

Soit s > 3. Dans ce paragraphe on va montrer que pour € > 0 et ug € H5+4, il existe 77 > 0 dépendant de €
et de ug tel que ’équation admette une solution. Pour cela, il suffit de trouver une solution de :

u € C([0,Ty], HST)
(4)

t
u(t) = ey — / e e(t=m)0; (Ugae + uuy) dr
0

En effet :
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| Proposition 2.5 Si u est une solution de alors u est aussi une solution de (3).

ot
Démonstration. Soit u solution de . Par le théoreme |1.1} %ﬁ“‘o = —e@ﬁe‘“aiuo.
Notons v(t) = f(f e (=% (yppp + uug) da et S(t) = e~ Pour t € [0,T}) et 6 € (0, Ty — 1]

ot +8) — v(t) /t S(t+5—1)—S(t—1)
0

t+6
5 = 5 (Uggz (T) Fuug (7)) d7'+1/1t S(t+0—7)(Ugee(T) tuug (7)) dr

0

Or pour t € Ry, S(t) est linéaire et continu. Il commute donc avec l'intégrale :

/ S+~ Tg =5t =7) (g (T) + uug (1)) dr = %v(t)
0
d+ . .
5:(>J+ E(5’((5)1;(15))5:0 en utilisant Yosida

= —edtu(t)

¢
En effet 7 — S(t — 7)(Ugaa(T) + uus (7)) est continue (lemme [I.2)). Ainsi en réappliquant le lemme :

% ftt+5 St — 7)(Ugea (T) + vug (1)) dr 5—?())+ Uga (L) + w(t)uy (t).

De plus par continuité $ ft+5 S(t+ 0 — 7)(Ugry (T) + uug (7)) dr s Ugas () + u(t)ug (t).
—

Ainsi v est dérivable & droite. De méme v est dérivable a gauche et

%U = —e03v(t) + U (t) + u(t)us(t) € C([0, T1], H®)

D’ott u € CL([0,T}], H?) et :

S = e}t — (1)) — (tawa (1) + u(t)ua(1)

= —€Uggry — Uggax — Ulg.

C’est a dire que u est solution de . O

Proposition 2.6 Soit uy € H*** et T > 0, on note

Xr = {ueC(0,T],H5"), u(0,z) = up(z) et sup ||u(t)]

t€[0,T]

Hs < 2||u0||HS}

Soit € > 0, il existe T4 (e, ||uo|

us) > 0 tel que pour 0 < T < Ty, Popérateur suivant soit défini :

XT = XT
r . [07 T] N Hs+4
u " oy ety — fot e <% (1 + utty) da

Démonstration.
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Tout d’abord la proposition permet de définir (e*“ai)t et d’affirmer grice a l'effet régularisant que :
Vu € HT vt > 0, et (U + uny) € HSTY,

Ainsi VT > 0,T(X7) C C([0, 7], H5H4).
Montrons que 377 >0,V 0< T < Ty, I'(X7) C Xp. Soit t > 0 et u € Xy,

t
i € ||67€t83u0||Hs+/ ||676(t7‘r)6iuxmx‘
0

|ITu(®)]

¢
He d7'+/ ||ee(t77)‘9ﬁuux| us dr
0

En utilisant les inégalités de la prop [2:4] :

Hs dr

ITu@)l R / ﬁnumm ar+ 57 | il

dr Hs dr
( 3/4 o (t—71)3/4 + el/4 /0 (t—T>1/4) car u € Xi

< ||uo] |ms (1 +4e 3414 4 4CJuolln- 1/4t3/4>
3

Ainsi,
Ve >0, Yug € H™, 317 >0V 0< T < T, T(Xr) C Xr.

Proposition 2.7 Pour tout € > 0 et ug € H*™, il existe T > 0 tel que admette une solution unique dans
Xp.

Démonstration.

— Notre objectif est d’appliquer le théoréme du point fixe de Banach a I' : (X7,|| ||oo) = (X7, || |loo)
pour T petit.

— Comme H*"* est un Banach (deﬁmtlon D C([0,T],H5) T’est aussi pour 7' > 0.
Or X7 = Bx, (||uo||ms)N eval, (o) est un ferme de C([0, T], H**%) par continuité de eval;—g : u — u(0)
([[w(0)[|n= < supo gy ||ullms+a) et de u— [|ul|ns. X7 est donc un espace de Banach.

— Soit, T tel que I' soit bien définie et u,v € Xp. En réutilisant les inégalités de la prop :

T lu(m) —v(n)llk T Cllu(r) = v()|lu: |lu(r) +o(7)|lx
v < |, Sar e | AT~ 7)1/

< lu —vloo (46_3/4T1/4 + W61/4T3/4>

|[Cu(T) — To(T)| = dr

Or comme u,v € X7, on a ||u+v||s < 4||uol

us- Ainsi pour T > 0 suffisamment petit, I" est contractante.

— On est bien dans les conditions du théoremes du point fixe et donc a une solution pour un certain
T > 0. Cette solution est unique dans Xr.

O

On note Tz (€, u0) = sup{T > 0 | Fu € Xr(ug),u = Tu}.
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Remarque 2.1 On voit dans ces deux derniéres preuves que :

8C :
434t/ 4 %6”47}3/4 <1 =T < Traz(€, ug).

. 3/4 3.1/4 1
On a donc que Tya. (€, up) = min (ET, f6—c> ——.
1+||uol s

La propositiongpermet de définir u € C([0, Thnax (€, uo)), H¥H4) tel que pour tout T < Tyaz (€, ug), (0,77 SOit
le point fixe de I" dans X7. On va montrer que c’est la condition ||u(T)||ms < 2||ug||us qui limite le domaine de
définition de la solution :

Proposition 2.8 T4, (€, up) € sup{T > 0 | Fu € Xr(up),u =Tu}.

En notant u le point fixe de I' dans X7, (cuo), O0 @ : ||[u(Tonaz (€, uo))|[ms = 2[|uo||ms-

Démonstration.
— Par la remarque [2.1} comme pour T € [0, Tynaz), ||u(T)||a= < 2||uollu, on a :

. . €3/4 3el/4 1
Z min | ——, .
maz (€ u(T)) mm( 8 160) 1+ (2||uo] |m=)*/3

On en déduit qu'il existe Ty € [0, Trnax (€, uo)) tel que Ty + Trnaz (€, u(Tn)) > Thax(€,up). On a ainsi
prolongé u en un point fixe w de I' dans

{vec(o, 7], B+ | sup |[o(T)lls: < 2lluolla= et sup [Jo(T)||n= < 2[|u(To)llm=}

0,7y To,T1

ol Taz(€,up) < Th < To + Tinax(€,u(Tp)). De plus, par continuité ||@(Timax(€, uo))||lms < 2||uol|ms-
Ainsi Tnaq (€, ug) € sup{T > 0 | u € Xp(ug),u = Tu}.

— Si par 'absurde, |[@(Taz (€, ©0))||ms < 2||uo||ms alors il existe Tqq (€, uo) < To < Ty tel que
ﬂ‘[07T2] € XTQ.

De plus %jjo,1,) est I'unique point fixe de I' dans Xr,. En effet, soit v € Xr,, tel que I'v = v. Alors
v[0,10] € X1, €st un point fixe de I' donc par I'unicité de la proposition U[0,To] = V|[0,Tp]- D€ méme,
pour la restriction a [T, T3] ce qui donne %|[, 7, = v. On a ainsi contredit la maximalité de T'yax (€, uo).
On conclut que |[@(Tinaz (€, uo)|lms = 2||uo]

Hs -

O

3
CONVERGENCE VERS UNE SOLUTION DE KDV

3.1 SOLUTIONS REGULARISEES DEFINIES SUR UN INTERVALLE COMMUN

Lemme 3.1 Soit H un Hilbert, a : H?> — R une forme bilinéaire symétrique continue et u € C1([0,7], H)
(T > 0) alors a(u,u) € C1([0,T], H).
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Démonstration. Soit ¢t € [0,T] et h € [—t,T — t] alors :

a(u,u)(t+h) —a(u,u)(t) a(ult+h),ut+ h)) —alu(t),ut))

h h
=a <u(t +h), w> +a <u(t+h)u(t),U(t)>

o 2a(u/(2), u(t))

Proposition 3.1 (Inégalité énergétique). Il existe C > 0 tel que pour tout € > 0 et ug € H*T*, la solution
u € Xp de Iéquation (T € [0, Trnaz (€, up)]) vérifie :

3
Hs dr.

||u(T)]

2o < |luol

T
%{sw/o u()

Démonstration. Soit k € {0,...,s} et a: (u,v) € H*™ x H*™ — [0 9%udkv da.
Par Cauchy-Scwartz, |a(u, v)| < ||u||gs+4||v||gs+4 i-e. a est continue.
Par le lemme u est aussi solution de et en particulier u € C1([0; 7], H**4). Ainsi :

Os||0%u(t)||?2 = 2/ Ok u, 0% da (lemme [3.1])
R
= —2/ Ok 3udku da — 26/ Ot udky dz — 2/ OF (wuy)0%u da
R R R
= 2/ IR 2ok y dw — 26/(8§+2u)2 dz — 2/ OF (wug)0%u dz  (IPP)
R R R
< (O WP, ~2 [ Ok (uu,)oku do
R

< —2/ OF (wug)0Fu dx
R

k
— / OF (wug)0Fu do = — Z <I;> / L udk 1 =uoky dx
R = R

l

0Fu)? =2k _

<= [ dw+Z<z)|@iunm|a§“ "ullusl 0% ulle + (19l ool |95l -
=1

En utilisant [1.4] pour I < k — 3, 3C > 0Vu € H*, [|8 ul|x < C||u||gx. De plus

—/ Do (OFu)? d = / (05 u)? dz < |[Dute| oo 0% 0|25
R R

|0Fu(t)]|?: < Cllul|3x- Dot on déduit que 9 ||u(t)||F. < Cllull et :

Ainsi pour un certain C' > 0, 9,

3
Hs dr

(D) 2,40 / u(7)|

fre < [Juol
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O
Définition 3.1 Soit € > 0 et uy € H¥T%.0n définit par récurrence pour n € N*,
T, = Tmaz(67 un—l(Tn—l))
Up € X7, (€, Up—1(Th—1)) vérifiant Tu,, = uy,
(Ofl T() = 0)
oo n
On définit pour ¢t < Z Tk, Ventier n(t) = max{n € N, ZTk <t} et
k=1 k=1
n(t)
u(t) = Un(t) (t— Z Tk)
k=1
Démonstration. Par la proposition on a que u est bien définie et continue sur [0, 7. O

.y . . S+4 .
Proposition 3.2 Soit ug € H alors gf)];Tk(e,ug) > 0.

Démonstration.

— Soit € >0, ug € H**, et u € X7 (c.u0) le point fixe de T.
Par I'inégalité énergétique pour T < Thnax (€, up) :

[lw(T)lfze < ol e (1 + 8C|uo[r=T).

Ainsi par la proposition siT < (8C||ugl us et T < Thae(€, up). Dot

Tmafc(evu0) P (8CHUO| HS)_l'

us) "1 alors ||u(T)]

He < 2||uo]

o0
1
— De plus, Vn = 0, ||un(Ty)||is = 27| |uo||as donc T}, > (8C||ugl|s) !5 et T > ———.
|[un (Tl [[uol| (8C|uolln=)""3 k§=1 SCTTuolin:

Comme C est indépendant de €, on obtient le résultat voulu.

On a ainsi que tous les u¢ sont définis sur un intervalle commun [0, 7], indépendant de ¢ > 0.

3.2 EXISTENCE D’UNE SOLUTION DE KDV

Soit s > 4. On obtient ainsi T' > 0 tel que pour tout € > 0 on ait une solution u¢ de définie sur [0, 7.
Quitte & restreindre T, on peut supposer (proposition [3.2)) que pour € > 0 et t € [0, T, ||u®||gs < 2||uo||ms. On
choisit un tel T'.
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Proposition 3.3 (u€).¢ est de Cauchy dans C([0, T], L?).

Démonstration. Par le lemme appliqué & u€ — u€ € C1([0,T], H5T4) et u,v € Ht Jpuv, on a:

oullut — | = [ 2u — u)ui ~ ) d.
R

Or
€ ¢ € 1€ € ¢ 1 €\2 €'\2
Uy — Uy = _(€ua::vww — € uwzxw) - (uwwz - U’wwz) - §a’v((u ) - (u ) )
’ ’ 1 / ’
= —€05(u’ —uf) — (e — €)Fu’ — (uf —u) — 5@[(115 +uf ) (u —u)].
D’ou

O] |uf — U€,||i2 = —26'/(u5 - uel)ﬁjﬁ(uE —u) dz — 2(e — e’)/(u6 — uel)ﬁiue dz
R R

_ uefuel 3u67u6/ xr — uﬁfuel ut uel uefuel x.
z/R< 0% ) d /( )0l + ) (uf — )] d

R

Par intégration par parties on a :

De plus,
/(uE - uel)é‘i(uE —u) dz = — / O (u® — uﬁl)aﬂz(u6 —uf) dz
R R
_ / O (1(8x(u€ - uG’))2> dz
R 2

=0.

Et

/(ue o ug’)ax[(ue 4 Uel)(ue . ug’)] d.T _ /(ue . ue’)zax(ue + ’U,EI) de + 1 /(Ue + ug’)ax |:(U€ o ug’)2:| de
R R 2 Jr

= 1/(u6 —u)20, (uf +uf) da
2 Jr

On obtient alors :

Ol — w22 < —2(e — €) /

’ 1 ’ ’
(u€ — u)Ou do — 3 /(u€ —u® )20, (uf +u) da
R

R
1
< 2le — €| flu® — | lual|07u I + 511w — u| F2 192 (4 + u) oo

C
< 20e — €] [Ju — u ||z u|us + llu = (e )

En effet, par la proposition il existe C' > 0 tel que pour u € H* (s > 2) on ait : [|0,u||0c < C|lul|n-.
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En utilisant le fait que Ve > 0,V¢ € [0, T7, ||u(t)| Hs, On a pour s >4 :

He < 2||ug]

B |us — u€ ||L2 < 4|uol|s € — €| + 4C|uo| s ||u — v [|Lz.

Hs Hs

Puis en intégrant :

= |2 (t) < 4T luql

t
He €_€/|+4C||u0||HS/ lu = u||2 da
0

Par Gronwall :

[sup] |lu€ = u€||L2 < AT ||uol|ms exp (4C||uo||u=T)|e — €|
0,7
Ainsi (u€)¢s¢ est de Cauchy dans C([0,77],L?). O

Lemme 3.2 Soit 0 < r < s alors (C([0,T],L?) NL*([0, T], H*),L®H?"~%) < (C([0,T],H"), L°H?*"~%).

continue

Démonstration.
S .
— Montrons que pour r < 5 :

c([o, 71, B =) NL>([0, T}, H*) > ([0, T],H").

continue

Soit u € C([0,T],H* ~%) N L>°([0, T], H*) alors avec Cauchy-Schwartz, pour ¢ty € [0,T] :

[lu(t) = u(to)l[f- = /R(l +&%)"a(t) — a(to)]* dé

<N+ €)% (at) — alto))lle2]|(L +€3)7 /2 (a(t) - alto))l |
< |

2 sup ||u(7)]|ms |[u(t) — w(to)||mzr—s
T€[0,T]

Or u € L>([0,T],H?) = 2sup, ¢z [|u(7)|[a: < oo (on peut choisir un représentant borné de u) et
u € C([0, 7], H*=%) = |Ju(t) — u(to)||mer—s 0 D’ou, ||u(t) — u(to)]||ur o, Oetuc C([0,T],H").
0 0

De méme pour u,v € C([0,T],H* ~%) N L>°([0, 7], H®) :

sup |[u(7) —o(7)[[ar < ( sup_|[u(7)||lws + sup |[o(7)|[m=)]|v — v[[m2r—-.
7€[0,T] 7€[0,T] T€[0,T]

LooH2rfs L°H*
Ainsi vw——— v =— wu——v ie. l'inclusion est continue.

— Soit u € €(]0,T),L2) N L>([0, T], H*). Montrons par récurrence sur n € N que u € C([0, T], H*(1=2"")).
Pour n = 0, le résultat est évident.
Soit n € N, supposons que u € C([0, T], H*1=2"")). Par le premier point avec r = s(1 — ﬁ), on a :

u e C([O,T]’ HS(1—2*n)) ) LOO([O,T],HS) c C([O,T], Hs(l_Q—(n+1)))-

De plus ces inclusions sont continues.

— Soit r € [0,5). Il existe n € N tel que r < s(1 — ).
Par ce qui précéde : C([0,T],L2) NL>2([0,T],H*) — C([0,7],H0~=2%)). Or || |[a- <|| ||

11
continue H¢ )

PIg
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cest & dire C([0,T],H*(=27)) < (([0,T],H"). Dot :

continue

(C([0,T],L%) nL>=([0, T], H®),L°H?>"~°) «— (C([0,T],H"), L°H?*"~*).

continue
O
Proposition 3.4 Soit s > 4, ug € H*™ et r < s. (u%)e=0 converge dans C([0,7],H") vers u solution de :
u € C([0,T),H ™) nct([o,T),H" )
Ut + Ugge + Uty =0 ()
u(0) = ug

Démonstration.

— Ve > 0,u¢ € C([0,T],H***) C L*>([0;T]),H**). Par la proposition et le lemme (u)e est de
Cauchy dans C([0,7],H"**) donc converge vers u € C([0, 7], H"+4).

— Soit 0 < e< € :
/7 ’ 7 ’ 1 !
[10cu — B [l < €l|0p(u — u)|lur + (¢ — €) [105uc ||lur + [103 (u® — u®)||ur + 10 ((UE)2 — (uf )2) [

1
< (€ + s + 11 llaes) -l = 0 llaess + 5l = e (] s + i)

Or (||uf||gr+4)e est de Cauchy donc a une limite finie en € — 0T. Ainsi :

lim  ||puf — dpus ||gr= 0.
max(e,e’)—0

On en déduit que (dT”;)s est de Cauchy dans C([0,77],H") et converge. De plus, la convergence est

du duf
if 1 T — = lim —.
uniforme donc u € C'([0,T],H") et 7 213% =
— De plus u est une solution de (5]). En effet en utilisant les deux points précédents :
du du  duf . . 1 .
155 = tewa — wttallnr <1152 = -l + lewmallir + 1830 = w)llr + 51102((u)? =)l
— 0.
e—0

— Enfin en utilisant 1’équation :

du u?

— = 3 - r+1
o Bxu+3m<2>€C([O,T},H )

D’ou u € C1([0,T],H"*1)

On a ainsi prouvé 'existence de u vérifiant I’équation. Il reste a montrer que u a la bonne régularité.

Proposition 3.5 Soit s’ > s >4 et ug € H* 4. Alors il existe une solution u de |D
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Démonstration. Appliquer la proposition [3.4]avec r = s et s = 5'. O]

En fait, en demandant & la condition initiale une régularité supplémentaire, on obtient la régularité demandée
pour .

On veut maintenant prouver la méme chose sans conditions de régularité supplémentaire sur ug. Soit s > 4 et
up € HH*. Pour pouvoir appliquer le paragraphe précédent on va régulariser o par convolution.

Définition 3.2 On note pour § > 0, u§ = ug* +4(5) oit ¢ € S est de moyenne 1 et vérifie : Vk > 0, 8?5(0) =0.
On note également u° une solution de associée a ug dont I'existence est assurée par la proposition De
plus, u® est défini sur un intervalle [0, 7] indépendant de 6.

Démonstration.

— Ici, la condition initiale est tres réguliere.
Par exemple Vr > 0,u$ € H". En effet comme ¢ € S C H", en notant ¢5 = %q&(g) 2

gl = lluo * dsllr = / [@3(1 +€%)""?s| dz < [Juol|rz||gs |l < oo-
R

Ainsi par la proposition on a que pour u® est bien solution de
i.e. u’ € C([0,T],H*t*) nC([0,T], H?)

— Par la proposition , on peut définir «° sur un intervalle [0, W] avec C' > 0 indépendant de 6.
0 s

8

Or par Cauchy-Schwartz et changement de variable (y = %)

lugllzs < lluollmel|gslle = Iluollmel|¢]lr2-

5

On peut donc définir u° sur un intervalle indépendant de 6.

I Remarque 3.1 uy € H® suffit pour définir correctement u?.

Pour conclure on admet le lemme suivant :

‘ Lemme 3.3 (u%)s converge vers u dans L°°([0, 7], Hs™4). |

‘ Proposition 3.6 u est solution de (2)), c’est a dire u € C([0,T], H***) N C*([0, T], H*T4). |

Démonstration. Par le lemme w est la limite uniforme de fonctions continues sur H5+4.
Donc u € C([0,T],H*™4). Enfin u € C1([0, 7], H**!) car & = 92u + 9, (";) € C([0,T),HsT1). O

3.3 UNICITE DES SOLUTION DE KDV
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Proposition 3.7 Soit ug € H**%, il y a unicité de la solution de avec ug comme valeur initiale. |

Démonstration. Soit u,v deux solutions de (2)) sur [0, 7] associées aux valeurs initiales ug,vo € H¥*%. On
note M = 2max(sup ||u||ms=, sup ||v||gs). Montrons qu’alors il existe C' > 0 tel que ||u—v||pz < C||up — vol|Lz2-

) )

En utilisant ’équation :

Ot||lu — |22 = —2/(u —0)83(u—v) do — /(u— v)0(u? — v?) da

R R
1

=0——/(u—v)26(u+v) dz
2 Jr

1
< Sl = vllE ([10ulloo + [102v]]00)
Ainsi par la proposition on a pour s > % :

us) < CM||u — vl|p2.

me + |||

Btllu = vllz < Clu —vl[2(|[u]

D’ou en intégrant sur [0,¢] C [0,T] :

t
et = vlla (8) < Iluo — vollce +CM/ = vljz () dr.
0
Par le lemme de Gronwall, on obtient :
CMT

|[u —v|[Lz < [Juo — volle

Ainsi ug = vg = u = v, ce qui assure 'unicité de la solution de .

CONCLUSION

On a ainsi montré que 'équation KdV admet une unique solution définie sur un intervalle [0, 7] avec
T > 0. L’approche énergétique permet également de montrer la continuité par rapport a la condition initiale.
Cependant une approche complémentaire est nécessaire pour montrer que la solution trouvée est définie globa-
lement.
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