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EXECUTIVE SUMMARY

The energetic approach can prove existence and uniqueness of solutions for the KdV equation. The goal of
this report is to make this approach, developed in [1], accessible for math students who are not familiar with
the field. After some preliminary concepts (Sobolev spaces [2], Unbounded operators [3]), we solve a regularized
version of KdV and we then use an energetic method to transpose our results to prove existence and uniqueness
of solutions for KdV.
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1
INTRODUCTION

1.1 L’équation KDV

Dans ce rapport nous étudions l’équation KdV(Korteweg-de Vries). Il s’agit d’une équation au dérivées
partielles qui apparaît, par exemple, dans la description physique des vagues en eaux peu profondes [4]. Cette
équation non linéaire dont on connaît une solution exacte a été extensivement étudiée et généralisée [5]. Le
problème de Cauchy non linéaire correspondant est le suivant :{

∂u
∂t + ∂3u

∂x3 + u∂u∂x = 0
∀x ∈ R, u(0, x) = u0.

(1)

où u est une fonction suffisamment lisse à deux variables réelles.

1.2 Espaces de Sobolev

Pour préciser ce que signifie suffisamment lisse, rappelons la définition et quelques propriétés des espaces de
Sobolev, comme décrit dans [2].

Définition 1.1 (espaces de Sobolev). Pour s ∈ N∗, on définit Hs(R) = Hs := {u ∈ L2(R), Dαu ∈

L2(R) pour 0 6 α 6 s}. Muni de la norme ||u||2Hs =
s∑

k=0
||Dku||2L2 il forme un espace de Hilbert.

De manière alternative on peut définir Hs = {u ∈ S ′(R), (1 + ξ2) s2 û(ξ) ∈ L2} et le munir de la norme
||u|| = (

∫
R(1 + ξ2)s|û(ξ)|2dξ) 1

2 équivalente à ||u||Hs ce qui permet d’étendre la définition à s ∈ R.

Démonstration.
Soit s ∈ N∗

— Soit (un) une suite de Cauchy de Hs. Comme || ||L2 6 || ||Hs , (un) est aussi de Cauchy dans L2 qui
est complet. Ainsi il existe u ∈ L2 tel que un

L2

→ u. Or par Cauchy-Schwartz, L2 s’injecte continuement
dans D′(R). Ainsi, un

D′→ u et pour 0 6 k 6 s on a :

∀φ ∈ C∞c , < un, φ
(k) > →

n→∞
< u, φ(k) >

i.e u(k)
n
D′→ Dku. Or comme || (k)||L2 6 || ||Hs , on sait que (u(k)

n ) est convergente dans L2.
Par unicité de la limite, Dku ∈ L2 et u(k)

n
L2

→ Dku d’où on conclut que un
Hs→ u et que Hs est complet.

— Soit u ∈ S ′(R) tel que (1 + ξ2) s2 û(ξ) ∈ L2, on a pour k ∈ {0, . . . , s}

|(iξ)kû| 6

√(
s

k

)
ξ2k|û| 6 (1 + ξ2)s/2|û| ∈ L2.
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On en déduit que Dku ∈ L2 et donc que u ∈ Hs. On a également que :

||u||2Hs =
s∑

k=0
||(iξ)kû||2L2 6 s||(1 + ξ2)s/2û||2L2 .

Réciproquement, si u ∈ Hs ⊂ S ′(R), on a :

||(1 + ξ2)s/2û||2L2 6
s∑

k=0

(
s

k

)
||(iξ)kû||2L2 =

s∑
k=0

(
s

k

)
||u(k)||2L2 6 2s||u||2Hs .

Ainsi Hs = {u ∈ S ′(R), (1 + ξ2) s2 û(ξ) ∈ L2} et les deux normes ||u||Hs et ||(1 + ξ2)s/2û||L2 sont
équivalentes.

Proposition 1.1 (densité de C∞c (R) dans Hs). Soit s ∈ N∗, C∞c (R) est dense dans (Hs(R), || ||Hs).

Démonstration. On a les inclusions suivantes C∞c ↪→
dense

S ↪→
C0 et dense

Hs .

— Montrons la densité de C∞c ↪→ S.
Soit φ ∈ S, et ζ une fonction C∞ à valeurs dans [0, 1], valant 1 sur [−1, 1] et 0 sur R \ [−2, 2].
Alors pour M > 1, φM : x 7→ ζ( xM )φ(x) appartient à C∞c et pour α, β ∈ N

||xα(φ− φM )(β)||∞ 6 ||xαφ(β)(1− ζ( x
M

))||∞ +
β∑
k=0

(
β

k

)
1
Mk
||ζ(k)( x

M
)xαφ(β−k)||∞

6 sup
x/∈[−M,M ]

|xαφ(β)(x)|+ ββ+1

M
max

06k6β
||ζ(k)||∞ max

06k6β
||xαφ(k)||∞

→
M→∞

0 car φ ∈ S

— Montrons la continuité de S ↪→ Hs. Soit φn → 0 dans S. On a

||φn||2Hs =
s∑

k=0
||φ(k)

n ||2L2 6
s∑

k=0
||xφ(k)

n ||∞ ||x−1||2L2 →
n→∞

0

c’est à dire φn
Hs→ 0.

— Montrons la densité de S ↪→ Hs. Soit u ∈ Hs alors par densité de C∞c dans L2, il existe (φn) ∈ (L2)N tel
que φn

L2

→ (1 + ξ2)s/2û. On a alors,

0 = lim
n→∞

||un − û(1 + ξ2)s/2||L2

= lim
n→∞

||(1 + ξ2)s/2((1 + ξ2)−s/2un − û)||L2

= lim
n→∞

||(1 + ξ2)−s/2un

∧

− u)||Hs

En effet comme un ∈ L2 ⊂ S, (1 + ξ2)s/2un ∈ S et (1 + ξ2)−s/2un

∧

∈ S. Ainsi S est dense dans Hs.
On en conclut que C∞c (R) est bien dense dans Hs(R).
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Proposition 1.2 Pour s > 1
2 , il existe C > 0 tel que :

∀u ∈ Hs, ||û||L1 6 C||u||Hs .

Démonstration. Soit u ∈ Hs, par Cauchy-Schwartz :

||û||L1 =
∫
R

(1 + ξ2)−s/2(1 + ξ2)s/2|û(ξ)| dξ

6 ||(1 + ξ2)−s/2||L2 ||(1 + ξ2)s/2û||L2

6 ||(1 + ξ2)−s/2||L2 ||u||Hs

Avec C = ||(1 + ξ2)−s/2||L2 <∞ lorsque s > 1
2 .

Proposition 1.3 Si s > 2, Hs(R) est stable par produit et

∃ C > 0,∀u, v ∈ Hs, ||uv||Hs 6 C||u||Hs ||v||Hs .

Démonstration.
∀(x, y) ∈ R2, 2(x− y)2 + 2y2 − x2 = (x− 2y)2 > 0.

Ainsi soit s > 1 et (ξ, η) ∈ R2, Notons θs(ξ) = (1 + ξ2)s/2

θ2s(ξ) = (1 + ξ2)s 6 (1 + 2(ξ − η)2 + 2η2)s

6 2s(1 + (ξ − η)2 + 1 + η2)s

Puis par l’inégalité de Jensen, on en déduit que :

∀s > 2, θs(ξ) 6 2sθs(ξ − η) + 2sθs(η).

De plus, si u, v ∈ Hs et s > 2,

|θs(ξ)ûv(ξ)| =
∣∣∣∣∫

R
θs(ξ)û(ξ − η)v̂(η) dη

∣∣∣∣
6 2s

(∫
R
|θs(ξ − η)û(ξ − η)| × |v̂(η)| dη +

∫
R
|û(ξ − η)| × |θs(η)v̂(η)| dη

)
6 2s( |θsû| ∗ |v̂|+ |û| ∗ |θsv̂| )

D’où par l’inégalité de Young,

||θsûv||L2 6 2s ( || |θsû| ∗ |v̂| ||L2 + || |û| ∗ |θsv̂| ||L2 )
6 2s(||θsû||L2 ||v̂||L1 + ||û||L1 ||θsv̂||L2)

En utilisant la prop 1.2, il existe C > 0 tel que :

||uv||Hs = ||θsûv||L2 6
C

2 ( ||θsû||L2 ||v||Hs + ||u||Hs ||θsv̂||L2 ) = C||u||Hs ||v||Hs .
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Proposition 1.4 (De Morrey). Soit k ∈ N et s > 1
2 + k.

Hs(R) s’injecte continuement dans Bk(R), l’ensemble des fonctions Ck dont les dérivées jusqu’à l’ordre k
tendent vers 0 en ±∞.

Démonstration.
— On commence par le cas k = 0. Soit u ∈ Hs. On a pour x, h ∈ R :

|u(x+ h)− u(x)| =
∣∣∣∣∫

R
û(ξ)(eiξ(x+h) − eiξx) dξ

∣∣∣∣
6
∫
R

2|û(ξ) sin
(
ξh

2

)
| dξ

Or 2|û(ξ) sin ξh
2 | est dominée par 2|û| ∈ L1 (proposition 1.2).

Par convergence dominée, |u(x+ h)− u(x)| h→0→ 0 et u est continue.
On a de plus :

||u||∞ = sup
x∈R
|u(x)| 6

∫
R
|û(ξ)| dξ = ||û||L1 6 C||u||Hs .

Soit ε > 0. Par la prop 1.1, ∃uε ∈ C∞c , ||u − uε||Hs 6 ε
C . D’où ||u − uε||∞ 6 ε et en particulier pour

∀x /∈ supp uε, |u(x)| 6 ε. Ainsi u(x) →
x→±∞

0.

— Pour k > 1, on procède par récurrence. En effet, u′ ∈ Hs−1 ↪→ Bk−1 par hypothèse de récurrence. Et
par le premier point u ∈ C0 et tend vers 0 en ±∞. Ce qui signifie que u ∈ Bk

Remarque 1.1 En particulier pour s > 1 et u, v ∈ Hs, on a
∫
R u
′v = −

∫
R uv

′.

On peut maintenant préciser le problème (1). Pour T > 0 et s > 0 donnés, on cherche une solution de :
u ∈ C([0, T ],Hs+4) ∩ C1([0, T ],Hs+1)
ut + uxxx + uux = 0
u(0) = u0

(2)

Pour pouvoir démontrer des propriétés sur le problème (2), nous seront amenés à supposer T suffisamment
petit et s suffisamment grand.

1.3 Opérateurs non bornés

La dérivation dans Hs n’est pas un opérateur de Hs dans lui-même. Dans ce paragraphe, inspiré de [3], nous
établirons un cadre à ce type de fonctions.

Soit (H, ( , )H) un espace de Hilbert.

Définition 1.2 (opérateur non borné). Un opérateur non borné est un couple (A,D) où D est un sev de H
et A : D → H une application linéaire.

On note G(A) ⊂ H ×H le graphe d’un opérateur non borné A.
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Définition 1.3 On dit qu’un opérateur non borné A est :
— dissipatif si ∀g ∈ D, (Ag, g)H 6 0
— maximal dissipatif s’il est dissipatif et I −A : D → H est surjectif.

Proposition 1.5 On a :
— (A,D) est dissipatif ssi ∀λ > 0 ∀g ∈ H, ||(I − λA)g||H > ||g||H .
— Si (A,D) est maximal-dissipatif alors (λA,D) l’est aussi pour λ > 0.
— Si (A,D) est maximal-dissipatif, alors G(A) est fermé dans H ×H.

Démonstration.
— ⇒ si A est dissipatif, pour λ > 0 et g ∈ H, ||(I − λA)g||2H = ||g||2H + λ2||Ag||2H − 2λ(Ag, g) > ||g||2H .
⇐ pour λ > 0 et g ∈ H, ||(I − λA)g||2H − ||g||2H > 0 i.e. λ2||Ag||2 − 2λ(Ag, g) > 0. En divisant par λ
et en prenant λ→ 0, on obtient que (Ag, g) 6 0.

— Soit λ > 0. Il est clair que λA est dissipatif.
Par définition et en utilisant le point précédent, (I −A) : D → H est bijectif et ||(I −A)−1|| 6 1.

Soit h ∈ H, notons F
{
H → H

g 7→ (I −A)−1((1− 1
λ )g + 1

λh)
.

On a g − λAg = h ⇐⇒ g = F (g). Or F est contractante :

∀(g1, g2) ∈ H2, ||F (g1)− F (g2)|| 6 (1− 1
λ

)||(I −A)−1|| ||g1 − g2||H 6 (1− 1
λ

) ||g1 − g2||H .

Par le point fixe de Banach, I − λA est surjectif. Ainsi (λA,D) est maximal dissipatif.
— Soit (gn, hn) ∈ G(A)N tel que (gn, hn) →

n→∞
(g, h). Alors ∀n ∈ N, gn = (I−A)−1(gn−hn). Or (I−A)−1

est continue. En passant à la limite, g = (I −A)−1(g − h) i.e. g −Ag = g − h et (g, h) ∈ G(A).

Remarque 1.2 On peut ainsi définir pour λ > 0, la résolvante Rλ = (I − λA)−1 où ||Rλ|| 6 1.

Définition 1.4 Soit (A,D) un opérateur. On note

D∗ = {h ∈ H,∃f ∈ H,∀g ∈ D, (Ag, h)H = (g, f)H}

et on définit (A∗, D∗) par A∗h = f pour h ∈ D∗.

Lemme 1.1 Soit (A,D) maximal dissipatif alors pour λ > 0, ARλ = RλA = 1
λ (−I +Rλ)

Démonstration. ARλ = − 1
λ (I − λA)Rλ + 1

λRλ = 1
λ (−I +Rλ) = − 1

λRλ(I − λA) + 1
λRλ = RλA.

Proposition 1.6 Un opérateur A maximal-dissipatif vérifiant G(A) ⊂ G(A∗) est autoadjoint.

Démonstration.
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— Montrons que (A∗, D∗) est dissipatif. Soit h ∈ D∗, alors Rλh ∈ D et (A∗h,Rλh)H = (h,ARλh)H .
D’où par le lemme 1.1 :

(A∗h,Rλh)H = 1
λ

((h,Rλh)H − ||h||2H)

6
1
λ
||h||2H(||Rλ|| − 1) 6 0.

Or ||h−Rλh||H = ||λRλAh||H 6 λ||Ah||H →
λ→0

0. Ainsi (A∗h, h) = lim
λ→0+

(A∗h,Rλh) 6 0.

— Soit h ∈ D∗. Par maximal-dissipativité de A, il existe g ∈ D tel que g − Ag = h − A∗h. Comme
G(A) ⊂ G(A∗), on a g−h = A∗(g−h). Or par dissipativité de A∗, 0 = ||(I−A∗)(g−h)||H > ||g−h||H .
Ainsi h = g ∈ D et A = A∗.

Théorème 1.1 (Yosida cas autoadjoint). Soit (A,D) un opérateur autoadjoint et maximal dissipatif. Alors
il existe un unique semigroupe noté (S(t))t>0 ou (etA)t>0 tel que pour tout g ∈ H, u(t) = S(t)g soit solution
de :  u ∈ C([0,∞), H) ∩ C((0,∞), D) ∩ C1((0,∞), H)

ut = Au
u(0) = g

De plus ∀t > 0, ||S(t)|| 6 1

Lemme 1.2 Soit φ : R+ → H continue et une famille d’opérateurs (S(t))t>0 de H dans H tel que :
— ∀t > 0, ||S(t)|| 6 1
— pour tout g ∈ H, t ∈ R+ 7→ S(t)g ∈ H soit continue

alors t 7→ S(t)φ(t) est aussi continue.

Démonstration. Montrons par exemple la continuité à droite. Pour t > t0 > 0 :

||S(t)φ(t)− S(t0)φ(t0)||H 6 ||S(t)(φ(t)− φ(t0))||H + ||(S(t)− S(t0))φ(t0)||H

Or ||S(t)(φ(t)− φ(t0))||H 6 ||φ(t)− φ(t0)||H →
t→t+0

0 par continuité de φ.

Et ||(S(t)− S(t0))φ(t0)||H →
t→t+0

0 par continuité de t 7→ S(t)φ(t0).

2
RÉGULARISATION PARABOLIQUE DE L’ÉQUATION KDV

Dans un premier temps, on étudiera la régularisation de l’équation (2), par l’ajout d’une dérivée 4ème :{
u ∈ C([0, T ],Hs+4) ∩ C1([0, T ],Hs)
ut + εuxxxx + uxxx + uux = 0

(3)
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Dans un deuxième temps on regardera ce que deviennent les solutions ainsi obtenues lorsque ε → 0. Cette
démarche est tirée du début de [1].

2.1 Définition de l’opérateur e−εt∂
4
x

On considère l’équation (3) comme une perturbation de ut = −ε∂4
xu.

Soit s ∈ N. Notons D = Hs+4(R), H = Hs(R) et A = −∂4
x : D → H.

Proposition 2.1 (A,D) est un opérateur maximal-dissipatif dans H.

Démonstration.
— Soit u ∈ H4, alors

(−∂4
xu, u)L2 = −

∫
R
∂4
xu u dx = −

∫
R

(∂2
xu)2 dx 6 0.

En effet par intégration par parties, ∀u, v ∈ C∞c (R),
∫
R ∂

4
xu v dx =

∫
R ∂

2
xu ∂

2
xv dx. Puis par densité de

C∞c (R) dans H4 on obtient : ∀u, v ∈ H4, (−∂4
xu, v)L2 = −(∂2

xu, ∂
2
xv)L2 .

D’où ∀u, v ∈ D, (Au, u)Hs = −(∂2
xu, ∂

2
xu)Hs 6 0. Ainsi A est négatif donc dissipatif.

— Montrons que dans le cas s = 0, (A,D) est maximal-dissipatif. Soit

a :
{

H2 ×H2 → R
(u, v) 7→

∫
R u(x)v(x) dx+

∫
R u
′′(x)v′′(x) dx

Par Cauchy-Schwartz, a est une application bilinéaire continue de (H2, || ||H2).
De plus, en utilisant la remarque 1.1, on a pour u ∈ H2 :∫

R
u′(x)2 dx =

∣∣∣∣∫
R
uu′′ dx

∣∣∣∣ 6 ||u||L2 ||u′′||L2 6
1
2(||u||2L2 + ||u′′||2L2).

Ainsi,

a(u, u) = 1
2(||u||2L2 + ||u′′||2L2) + 1

2(||u||2L2 + ||u′′||2L2)

>
1
2(||u||2L2 + ||u′′||2L2) + 1

2 ||u
′||2L2

>
1
2 ||u||

2
H2

a est coercive.
Soit f ∈ L2, on applique le théorème de Lax-Miller à a et à la forme linéaire continue φ ∈ H2 7→

∫
fφ.

Il existe donc h ∈ H2, tel que ∀φ ∈ H2, a(h, φ) =
∫
R fφ. Au sens des distributions h(4) = f − h. Ainsi

h ∈ H4 et h−Ah = f .
Ainsi, (A,H4) est maximal dissipatif dans L2.

— Pour s > 1, on suppose par réccurrence que (A,Hs+3) est maximal dissipatif dans Hs−1. Soit f ∈ Hs,
alors il existe u ∈ Hs+3 tel que u−Au = f . On a alors D4u = f − u ∈ Hs et u ∈ Hs+4. Ainsi (A,Hs+4)
est maximal dissipatif dans Hs.
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Proposition 2.2 Le semigroupe (e−εt∂4
x)t est bien défini pour tout ε > 0. On a de plus un effet régularisant

i.e. ∀g ∈ H, e−εt∂4
xg ∈ D.

Démonstration.
— Par la proposition 1.5, on peut supposer ε = 1.
— Par intégration par parties, on a :

∀u, v ∈ D, (Au, v)Hs = (u,Av)Hs .

Ainsi G(A) ⊂ G(A∗). En utilisant la proposition 1.6, et la proposition 2.1 on a que (A,D) est autoadjoint
dans H.

— Par le théorème de Yosida dans le cas autoadjoint 1.1, on obtient que (e−εt∂4
x)t est bien défini et

régularisant.

2.2 Quelques inégalités

Proposition 2.3 Soit g ∈ L2, alors T F(e−εt∂4
xg)(ξ) = e−εtξ

4T Fg(ξ).

Démonstration. Notons u(t) = e−εt∂
4
xg. On a : ∂tu = −ε∂4

xu donc en Fourier :

d̂u
dt (t)(ξ) = −εξ4û(t)(ξ).

Supposons qu’il existe g ∈ L1(R), tel que ∀(t, x) ∈ R2, |∂4
xu(t)(x)| 6 g(x).

Alors par convergence dominée, on a d̂u
dt (t) = dû(t)

dt . Ainsi, t 7→ û(t)(ξ) est solution de l’équation f ′(t) =
−εξ4f(t) d’où on déduit le résultat.

Proposition 2.4 Pour s > 3 et u, v ∈ Hs, on a pour tout t > 0 les inégalités suivantes :

||e−εt∂
4
xu||Hs 6 ||u||Hs

||e−εt∂
4
x∂3
xu||Hs 6

1
ε3/4t3/4 ||u||Hs

||e−εt∂
4
xuux||Hs 6

C

ε1/4t1/4 ||u||
2
Hs

||e−εt∂
4
x(uux − vvx)||Hs 6

C

ε1/4t1/4 ||u+ v||Hs ||u− v||Hs

où C > 0 ne dépend que de s.

Démonstration.
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— En utilisant la prop 2.3,

||e−εt∂
4
xu||Hs = ||(1 + ξ2)s/2 ̂e−εt∂4

xu||L2 = ||(1 + ξ2)s/2e−εtξ
4
û||L2 6 ||(1 + ξ2)s/2û||L2 = ||u||Hs .

— De même en remplaçant u par ∂3
xu,

||e−εt∂
4
x∂3
xu||Hs = ||(1 + ξ2)s/2e−εtξ

4
∂̂3
xu||L2 = ||ξ3e−εtξ

4
(1 + ξ2)s/2û||L2 .

Par convexité, on a ∀y > 0, ye−y 6 y
1+y < 1. En l’appliquant à y = 4

3εtξ
4, on obtient ( 4

3εtξ
4e−

4
3 εtξ

4) 3
4 6 1

i.e.
ξ3e−εtξ

4
6 (3

4)3/4(εt)−3/4 6
1

ε3/4t3/4 .

En remplaçant dans l’égalité précédente :

||e−εt∂
4
xu||Hs 6

1
ε3/4t3/4 ||(1 + ξ2)s/2û||L2 = 1

ε3/4t3/4 ||u||Hs .

— De même pour uux,

||e−εt∂
4
xuux||Hs = ||(1 + ξ2)s/2e−εtξ

4 ̂
∂x(u

2

2 )||L2 = 1
2 ||ξe

−εtξ4
(1 + ξ2)s/2û2||L2

Par convexité, on a (4εtξ4e−4εtξ4) 1
4 6 1 c’est à dire ξe−εtξ4

6 1√
2

1
ε1/4t1/4 . D’où

||e−εt∂
4
xuux||Hs 6

1
ε1/4t1/4 ||u

2||Hs .

En utilisant la prop 1.3, il existe C ne dépendant que de s tel que :

||e−εt∂
4
xuux||Hs 6

C

ε1/4t1/4 ||u||
2
Hs .

— Comme précédemment on a l’inégalité :

||e−εt∂
4
x(uux − vvx)||Hs 6

1
ε1/4t1/4 ||u

2 − v2||Hs .

La prop 1.3 donne cette fois ||u2 − v2|| 6 C||u− v||Hs ||u+ v||Hs ce qui donne la dernière inégalité.

2.3 Existence d’une solution de l’équation régularisée

Soit s > 3. Dans ce paragraphe on va montrer que pour ε > 0 et u0 ∈ Hs+4, il existe T1 > 0 dépendant de ε
et de u0 tel que l’équation (3) admette une solution. Pour cela, il suffit de trouver une solution de :

u ∈ C([0, T1],Hs+4)

u(t) = e−εt∂
4
xu0 −

∫ t

0
e−ε(t−τ)∂4

x(uxxx + uux) dτ
(4)

En effet :

11
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Proposition 2.5 Si u est une solution de (4) alors u est aussi une solution de (3).

Démonstration. Soit u solution de (4). Par le théorème 1.1, de−εt∂
4
xu0

dt = −ε∂4
xe
−εt∂4

xu0.
Notons v(t) =

∫ t
0 e
−ε(t−τ)∂4

x(uxxx + uux) dx et S(t) = e−εt∂
4
x . Pour t ∈ [0, T1) et δ ∈ (0, T1 − t]

v(t+ δ)− v(t)
δ

=
∫ t

0

S(t+ δ − τ)− S(t− τ)
δ

(uxxx(τ)+uux(τ)) dτ+ 1
δ

∫ t+δ

t

S(t+δ−τ)(uxxx(τ)+uux(τ)) dτ

Or pour t ∈ R+, S(t) est linéaire et continu. Il commute donc avec l’intégrale :∫ t

0

S(t+ δ − τ)− S(t− τ)
δ

(uxxx(τ) + uux(τ)) dτ = S(δ)− I
δ

v(t)

→
δ→0+

d+

dδ (S(δ)v(t))δ=0 en utilisant Yosida

= −ε∂4
xv(t)

De plus par continuité 1
δ

∫ t+δ
t

S(t+ δ − τ)(uxxx(τ) + uux(τ)) dτ →
δ→0+

uxxx(t) + u(t)ux(t).
En effet τ 7→ S(t − τ)(uxxx(τ) + uux(τ)) est continue (lemme 1.2). Ainsi en réappliquant le lemme 1.2 :
S(δ)
δ

∫ t+δ
t

S(t− τ)(uxxx(τ) + uux(τ)) dτ →
δ→0+

uxxx(t) + u(t)ux(t).

Ainsi v est dérivable à droite. De même v est dérivable à gauche et

d
dtv = −ε∂4

xv(t) + uxxx(t) + u(t)ux(t) ∈ C([0, T1],Hs)

D’où u ∈ C1([0, T1],Hs) et :

d
dtu = −ε∂4

x(u0 − v(t))− (uxxx(t) + u(t)ux(t))

= −εuxxxx − uxxx − uux.

C’est à dire que u est solution de (3).

Proposition 2.6 Soit u0 ∈ Hs+4 et T > 0, on note

XT = {u ∈ C([0, T ],Hs+4), u(0, x) = u0(x) et sup
t∈[0,T ]

||u(t)||Hs 6 2||u0||Hs}.

Soit ε > 0, il existe T1(ε, ||u0||Hs) > 0 tel que pour 0 < T 6 T1, l’opérateur suivant soit défini :

Γ


XT → XT

u 7→
{

[0, T ] → Hs+4

t 7→ e−εt∂
4
xu0 −

∫ t
0 e
−ε(t−τ)∂4

x(uxxx + uux) dx

Démonstration.

12
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Tout d’abord la proposition 2.2 permet de définir (e−εt∂4
x)t et d’affirmer grâce à l’effet régularisant que :

∀u ∈ Hs+4,∀t > 0, e−εt∂
4
x(uxxx + uux) ∈ Hs+4.

Ainsi ∀T > 0,Γ(XT ) ⊂ C([0, T ],Hs+4).

Montrons que ∃ T1 > 0,∀ 0 < T 6 T1, Γ(XT ) ⊂ XT . Soit t > 0 et u ∈ Xt,

||Γu(t)||Hs 6 ||e−εt∂
4
xu0||Hs +

∫ t

0
||e−ε(t−τ)∂4

xuxxx||Hs dτ +
∫ t

0
||eε(t−τ)∂4

xuux||Hs dτ

En utilisant les inégalités de la prop 2.4 :

||Γu(t)||Hs 6 ||u0||Hs + 1
ε3/4

∫ t

0

1
(t− τ)3/4 ||u(τ)||Hs dτ + C

ε1/4

∫ t

0

1
(t− τ)1/4 ||u(τ)||2Hs dτ

6 ||u0||Hs
(

1 + 1
ε3/4

∫ t

0

dτ
(t− τ)3/4 + C||u0||Hs

ε1/4

∫ t

0

dτ
(t− τ)1/4

)
car u ∈ Xt

6 ||u0||Hs
(

1 + 4ε−3/4t1/4 + 4C||u0||Hs
3 ε1/4t3/4

)
Ainsi,

∀ε > 0, ∀u0 ∈ Hs+4, ∃T1 > 0 ∀ 0 < T 6 T1,Γ(XT ) ⊂ XT .

Proposition 2.7 Pour tout ε > 0 et u0 ∈ Hs+4, il existe T > 0 tel que (4) admette une solution unique dans
XT .

Démonstration.
— Notre objectif est d’appliquer le théorème du point fixe de Banach à Γ : (XT , || ||∞) → (XT , || ||∞)

pour T petit.
— Comme Hs+4 est un Banach (definition 1.1), C([0, T ],Hs+4) l’est aussi pour T > 0.

Or XT = BXT (||u0||Hs)∩ eval−1
t=0(u0) est un fermé de C([0, T ],Hs+4) par continuité de evalt=0 : u 7→ u(0)

(||u(0)||Hs 6 sup[0,T ] ||u||Hs+4) et de u 7→ ||u||Hs . XT est donc un espace de Banach.
— Soit T tel que Γ soit bien définie et u, v ∈ XT . En réutilisant les inégalités de la prop 2.4 :

||Γu(T )− Γv(T )||Hs 6
∫ T

0

||u(τ)− v(τ)||Hs
ε3/4(T − τ)3/4 dτ +

∫ T

0

C||u(τ)− v(τ)||Hs ||u(τ) + v(τ)||Hs
ε1/4(T − τ)1/4 dτ

6 ||u− v||∞
(

4ε−3/4T 1/4 + 8C||u+ v||∞
3 ε1/4T 3/4

)
Or comme u, v ∈ XT , on a ||u+v||∞ 6 4||u0||Hs . Ainsi pour T > 0 suffisamment petit, Γ est contractante.

— On est bien dans les conditions du théorèmes du point fixe et donc (4) a une solution pour un certain
T > 0. Cette solution est unique dans XT .

On note Tmax(ε, u0) = sup{T > 0 | ∃!u ∈ XT (u0), u = Γu}.

13
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Remarque 2.1 On voit dans ces deux dernières preuves que :

4ε−3/4T
1/4
1 + 8C||u0||Hs

3 ε1/4T
3/4
1 < 1 =⇒ T 6 Tmax(ε, u0).

On a donc que Tmax(ε, u0) > min
(
ε3/4

8 , 3ε1/4

16C

)
1

1+||u0||4/3
Hs

.

La proposition 2.7 permet de définir u ∈ C([0, Tmax(ε, u0)),Hs+4) tel que pour tout T < Tmax(ε, u0), u [0,T ] soit
le point fixe de Γ dans XT . On va montrer que c’est la condition ||u(T )||Hs 6 2||u0||Hs qui limite le domaine de
définition de la solution :
Proposition 2.8 Tmax(ε, u0) ∈ sup{T > 0 | ∃!u ∈ XT (u0), u = Γu}.
En notant u le point fixe de Γ dans XTmax(ε,u0), on a : ||u(Tmax(ε, u0))||Hs = 2||u0||Hs .

Démonstration.
— Par la remarque 2.1, comme pour T ∈ [0, Tmax), ||u(T )||Hs 6 2||u0||Hs , on a :

Tmax(ε, u(T )) > min
(
ε3/4

8 ,
3ε1/4

16C

)
1

1 + (2||u0||Hs)4/3 .

On en déduit qu’il existe T0 ∈ [0, Tmax(ε, u0)) tel que T0 + Tmax(ε, u(T0)) > Tmax(ε, u0). On a ainsi
prolongé u en un point fixe u de Γ dans

{v ∈ C([0, T1],Hs+4) | sup
[0,T0]

||v(T )||Hs 6 2||u0||Hs et sup
[T0,T1]

||v(T )||Hs 6 2||u(T0)||Hs}

où Tmax(ε, u0) < T1 < T0 + Tmax(ε, u(T0)). De plus, par continuité ||u(Tmax(ε, u0))||Hs 6 2||u0||Hs .
Ainsi Tmax(ε, u0) ∈ sup{T > 0 | ∃!u ∈ XT (u0), u = Γu}.

— Si par l’absurde, ||u(Tmax(ε, u0))||Hs < 2||u0||Hs alors il existe Tmax(ε, u0) < T2 < T1 tel que
u|[0,T2] ∈ XT2 .

De plus u|[0,T2] est l’unique point fixe de Γ dans XT2 . En effet, soit v ∈ XT2 , tel que Γv = v. Alors
v [0,T0] ∈ XT0 est un point fixe de Γ donc par l’unicité de la proposition 2.7, u [0,T0] = v [0,T0]. De même,
pour la restriction à [T0, T2] ce qui donne u [0,T2] = v. On a ainsi contredit la maximalité de Tmax(ε, u0).
On conclut que ||u(Tmax(ε, u0)||Hs = 2||u0||Hs .

3
CONVERGENCE VERS UNE SOLUTION DE KDV

3.1 Solutions régularisées définies sur un intervalle commun

Lemme 3.1 Soit H un Hilbert, a : H2 → R une forme bilinéaire symétrique continue et u ∈ C1([0, T ], H)
(T > 0) alors a(u, u) ∈ C1([0, T ], H).

14
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Démonstration. Soit t ∈ [0, T ] et h ∈ [−t, T − t] alors :

a(u, u)(t+ h)− a(u, u)(t)
h

= a(u(t+ h), u(t+ h))− a(u(t), u(t))
h

= a

(
u(t+ h), u(t+ h)− u(t)

h

)
+ a

(
u(t+ h)− u(t)

h
, u(t)

)
→
h→0

2a(u′(t), u(t))

Proposition 3.1 (Inégalité énergétique). Il existe C > 0 tel que pour tout ε > 0 et u0 ∈ Hs+4, la solution
u ∈ XT de l’équation (4) (T ∈ [0, Tmax(ε, u0)]) vérifie :

||u(T )||2Hs 6 ||u0||2Hs + C

∫ T

0
||u(τ)||3Hs dτ.

Démonstration. Soit k ∈ {0, . . . , s} et a : (u, v) ∈ Hs+4 ×Hs+4 7→
∫
R ∂

k
xu∂

k
xv dx.

Par Cauchy-Scwartz, |a(u, v)| 6 ||u||Hs+4 ||v||Hs+4 i.e. a est continue.
Par le lemme 2.5 u est aussi solution de (3) et en particulier u ∈ C1([0;T ],Hs+4). Ainsi :

∂t||∂kxu(t)||2L2 = 2
∫
R
∂kxut∂

k
xu dx (lemme 3.1)

= −2
∫
R
∂k+3
x u∂kxu dx− 2ε

∫
R
∂k+4
x u∂kxu dx− 2

∫
R
∂kx(uux)∂kxu dx

= 2
∫
R
∂k+2
x u∂k+1

x u dx− 2ε
∫
R

(∂k+2
x u)2 dx− 2

∫
R
∂kx(uux)∂kxu dx (IPP)

6 [(∂k+1
x u)2]∞−∞ − 2

∫
R
∂kx(uux)∂kxu dx

6 −2
∫
R
∂kx(uux)∂kxu dx

−
∫
R
∂kx(uux)∂kxu dx = −

k∑
l=0

(
k

l

)∫
R
∂lxu∂

k+1−l
x u∂kxu dx

6 −
∫
R
u∂x

(∂kxu)2

2 dx+
k−1∑
l=1

(
k

l

)
||∂lxu||∞||∂k+1−l

x u||L2 ||∂kxu||L2 + ||∂xu||∞||∂kxu||2L2

En utilisant 1.4, pour l < k − 1
2 , ∃C > 0∀u ∈ Hk, ||∂lxu||∞ 6 C||u||Hk . De plus

−
∫
R
u∂x(∂kxu)2 dx =

∫
R
∂xu(∂kxu)2 dx 6 ||∂xu||∞||∂kxu||2L2 .

Ainsi pour un certain C > 0, ∂t||∂kxu(t)||2L2 6 C||u||3Hk . D’où on déduit que ∂t||u(t)||2Hs 6 C||u||3Hs et :

||u(T )||2Hs 6 ||u0||2Hs + C

∫ T

0
||u(τ)||3Hs dτ

15
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Définition 3.1 Soit ε > 0 et u0 ∈ Hs+4.On définit par récurrence pour n ∈ N∗,{
Tn = Tmax(ε, un−1(Tn−1))
un ∈ XTn(ε, un−1(Tn−1)) vérifiant Γun = un

(où T0 = 0).

On définit pour t <
∞∑
k=1

Tk, l’entier n(t) = max{n ∈ N,
n∑
k=1

Tk < t} et

uε(t) = un(t)(t−
n(t)∑
k=1

Tk)

.

Démonstration. Par la proposition 2.8, on a que u est bien définie et continue sur [0, T ].

Proposition 3.2 Soit u0 ∈ Hs+4 alors inf
ε>0

∞∑
k=1

Tk(ε, u0) > 0.

Démonstration.
— Soit ε > 0, u0 ∈ Hs+4, et u ∈ XTmax(ε,u0) le point fixe de Γ.

Par l’inégalité énergétique 3.1, pour T 6 Tmax(ε, u0) :

||u(T )||2Hs 6 ||u0||2Hs(1 + 8C||u0||HsT ).

Ainsi par la proposition 2.8, si T < (8C||u0||Hs)−1 alors ||u(T )||Hs 6 2||u0||Hs et T < Tmax(ε, u0). D’où
Tmax(ε, u0) > (8C||u0||Hs)−1.

— De plus, ∀n > 0, ||un(Tn)||Hs = 2n||u0||Hs donc Tn > (8C||u0||Hs)−1 1
2n et

∞∑
k=1

Tk >
1

8C||u0||Hs
.

Comme C est indépendant de ε, on obtient le résultat voulu.

On a ainsi que tous les uε sont définis sur un intervalle commun [0, T ], indépendant de ε > 0.

3.2 Existence d’une solution de KdV (2)

Soit s > 4. On obtient ainsi T > 0 tel que pour tout ε > 0 on ait une solution uε de (3) définie sur [0, T ].
Quitte à restreindre T , on peut supposer (proposition 3.2) que pour ε > 0 et t ∈ [0, T ], ||uε||Hs 6 2||u0||Hs . On
choisit un tel T .
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Proposition 3.3 (uε)ε>0 est de Cauchy dans C([0, T ],L2).

Démonstration. Par le lemme 3.1 appliqué à uε − uε′ ∈ C1([0, T ],Hs+4) et u, v ∈ Hs+4 7→
∫
R
uv, on a :

∂t||uε − uε
′
||2L2 =

∫
R

2(uε − uε
′
)(uεt − uε

′

t ) dx.

Or

uεt − uε
′

t = −(εuεxxxx − ε′uε
′

xxxx)− (uεxxx − uε
′

xxx)− 1
2∂x((uε)2 − (uε

′
)2)

= −ε′∂4
x(uε − uε

′
)− (ε− ε′)∂4

xu
ε − ∂3

x(uε − uε
′
)− 1

2∂x[(uε + uε
′
)(uε − uε

′
)].

D’où

∂t||uε − uε
′
||2L2 = −2ε′

∫
R
(uε − uε

′
)∂4
x(uε − uε

′
) dx− 2(ε− ε′)

∫
R

(uε − uε
′
)∂4
xu

ε dx

− 2
∫
R

(uε − uε
′
)∂3
x(uε − uε

′
) dx−

∫
R

(uε − uε
′
)∂x[(uε + uε

′
)(uε − uε

′
)] dx.

Par intégration par parties on a :∫
R
(uε − uε

′
)∂4
x(uε − uε

′
) dx =

∫
R

(
∂2

∂x
(uε − uε

′
)
)2

dx > 0.

De plus, ∫
R
(uε − uε

′
)∂3
x(uε − uε

′
) dx = −

∫
R
∂x(uε − uε

′
)∂2
x(uε − uε

′
) dx

=
∫
R
∂x

(
1
2(∂x(uε − uε

′
))2
)

dx

= 0.

Et∫
R

(uε − uε
′
)∂x[(uε + uε

′
)(uε − uε

′
)] dx =

∫
R
(uε − uε

′
)2∂x(uε + uε

′
) dx+ 1

2

∫
R

(uε + uε
′
)∂x

[
(uε − uε

′
)2
]

dx

= 1
2

∫
R

(uε − uε
′
)2∂x(uε + uε

′
) dx

On obtient alors :

∂t||uε − uε
′
||2L2 6 −2(ε− ε′)

∫
R

(uε − uε
′
)∂4
xu

ε dx− 1
2

∫
R

(uε − uε
′
)2∂x(uε + uε

′
) dx

6 2|ε− ε′| ||uε − uε
′
||L2 ||∂4

xu
ε||L2 + 1

2 ||u
ε − uε

′
||2L2 ||∂x(uε + uε

′
)||∞

6 2|ε− ε′| ||uε − uε
′
||L2 ||uε||H4 + C

2 ||u
ε − uε

′
||2L2(||uε||H4 + ||uε

′
||H4).

En effet, par la proposition 1.4, il existe C > 0 tel que pour u ∈ Hs (s > 3
2 ) on ait : ||∂xu||∞ 6 C||u||Hs .
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En utilisant le fait que ∀ε > 0,∀t ∈ [0, T ], ||uε(t)||Hs 6 2||u0||Hs , on a pour s > 4 :

∂t||uε − uε
′
||L2 6 4||u0||Hs |ε− ε′|+ 4C||u0||Hs ||uε − uε

′
||L2 .

Puis en intégrant :

||uε − uε
′
||L2(t) 6 4T ||u0||Hs |ε− ε′|+ 4C||u0||Hs

∫ t

0
||uε − uε

′
||L2 dx

Par Gronwall :
sup
[0,T ]
||uε − uε

′
||L2 6 4T ||u0||Hs exp (4C||u0||HsT )|ε− ε′|

Ainsi (uε)ε>0 est de Cauchy dans C([0, T ],L2).

Lemme 3.2 Soit 0 6 r < s alors (C([0, T ],L2) ∩ L∞([0, T ],Hs),L∞H2r−s) ↪−→
continue

(C([0, T ],Hr),L∞H2r−s).

Démonstration.
— Montrons que pour r 6 s

2 :

C([0, T ],H2r−s) ∩ L∞([0, T ],Hs) ↪−→
continue

C([0, T ],Hr).

Soit u ∈ C([0, T ],H2r−s) ∩ L∞([0, T ],Hs) alors avec Cauchy-Schwartz, pour t, t0 ∈ [0, T ] :

||u(t)− u(t0)||2Hr =
∫
R

(1 + ξ2)r|û(t)− û(t0)|2 dξ

6 ||(1 + ξ2)s/2(û(t)− û(t0))||L2 ||(1 + ξ2)r−s/2(û(t)− û(t0))||L2

6 2 sup
τ∈[0,T ]

||u(τ)||Hs ||u(t)− u(t0)||H2r−s

Or u ∈ L∞([0, T ],Hs) ⇒ 2 supτ∈[0,T ] ||u(τ)||Hs < ∞ (on peut choisir un représentant borné de u) et
u ∈ C([0, T ],H2r−s)⇒ ||u(t)− u(t0)||H2r−s →

t→t0
0. D’où, ||u(t)− u(t0)||Hr →

t→t0
0 et u ∈ C([0, T ],Hr).

De même pour u, v ∈ C([0, T ],H2r−s) ∩ L∞([0, T ],Hs) :

sup
τ∈[0,T ]

||u(τ)− v(τ)||Hr 6 ( sup
τ∈[0,T ]

||u(τ)||Hs + sup
τ∈[0,T ]

||v(τ)||Hs)||u− v||H2r−s .

Ainsi u
L∞H2r−s

−−−−−−→ v =⇒ u
L∞Hs−−−−→ v i.e. l’inclusion est continue.

— Soit u ∈ C([0, T ],L2) ∩ L∞([0, T ],Hs). Montrons par récurrence sur n ∈ N que u ∈ C([0, T ],Hs(1−2−n)).
Pour n = 0, le résultat est évident.
Soit n ∈ N, supposons que u ∈ C([0, T ],Hs(1−2−n)). Par le premier point avec r = s(1− 1

2n+1 ), on a :

u ∈ C([0, T ],Hs(1−2−n)) ∩ L∞([0, T ],Hs) ⊂ C([0, T ],Hs(1−2−(n+1))).

De plus ces inclusions sont continues.
— Soit r ∈ [0, s). Il existe n ∈ N tel que r < s(1− 1

2n ).
Par ce qui précède : C([0, T ],L2)∩L∞([0, T ],Hs) ↪−→

continue
C([0, T ],Hs(1− 1

2n )). Or || ||Hr 6 || ||Hs(1− 1
2n )
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c’est à dire C([0, T ],Hs(1− 1
2n )) ↪−→

continue
C([0, T ],Hr). D’où :

(C([0, T ],L2) ∩ L∞([0, T ],Hs),L∞H2r−s) ↪−→
continue

(C([0, T ],Hr),L∞H2r−s).

Proposition 3.4 Soit s > 4, u0 ∈ Hs+4 et r < s. (uε)ε>0 converge dans C([0, T ],Hr) vers u solution de :
u ∈ C([0, T ],Hr+4) ∩ C1([0, T ],Hr+1)
ut + uxxx + uux = 0
u(0) = u0

(5)

Démonstration.
— ∀ε > 0, uε ∈ C([0, T ],Hs+4) ⊂ L∞([0;T ],Hs+4). Par la proposition 3.3 et le lemme 3.2, (uε)ε est de

Cauchy dans C([0, T ],Hr+4) donc converge vers u ∈ C([0, T ],Hr+4).
— Soit 0 < ε < ε′ :

‖∂tuε − ∂tuε
′
‖Hr 6 ε||∂4

x(uε − uε
′
)||Hr + (ε′ − ε) ||∂4

xu
ε′ ||Hr + ||∂3

x(uε − uε
′
)||Hr + 1

2‖∂x
(

(uε)2 − (uε
′
)2
)
‖Hr

6 (ε′ + ε)(||uε||Hr+4 + ||uε
′
||Hr+4) + ||uε − uε

′
||Hr+4 + 1

2 ||u
ε − uε

′
||Hr+4(||uε||Hr+4 + ||uε

′
||Hr+4)

Or (||uε||Hr+4)ε est de Cauchy donc a une limite finie en ε→ 0+. Ainsi :

lim
max(ε,ε′)→0

‖∂tuε − ∂tuε
′
‖Hr= 0.

On en déduit que
( duε

dt
)
ε
est de Cauchy dans C([0, T ],Hr) et converge. De plus, la convergence est

uniforme donc u ∈ C1([0, T ],Hr) et du
dt = lim

ε→0

duε

dt .

— De plus u est une solution de (5). En effet en utilisant les deux points précédents :

‖du
dt − uxxx − uux‖Hr 6 ‖

du
dt −

duε

dt ‖Hr + ‖εuεxxxx‖Hr + ‖∂3
x(uε − u)‖Hr + 1

2‖∂x((uε)2 − u2)‖Hr

→
ε→0

0.

— Enfin en utilisant l’équation :

du
dt = ∂3

xu+ ∂x

(
u2

2

)
∈ C([0, T ],Hr+1)

D’où u ∈ C1([0, T ],Hr+1)

On a ainsi prouvé l’existence de u vérifiant l’équation. Il reste à montrer que u a la bonne régularité.

Proposition 3.5 Soit s′ > s > 4 et u0 ∈ Hs′+4. Alors il existe une solution u de (2).
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Démonstration. Appliquer la proposition 3.4 avec r = s et s = s′.

En fait, en demandant à la condition initiale une régularité supplémentaire, on obtient la régularité demandée
pour u.

On veut maintenant prouver la même chose sans conditions de régularité supplémentaire sur u0. Soit s > 4 et
u0 ∈ Hs+4. Pour pouvoir appliquer le paragraphe précédent on va régulariser u0 par convolution.

Définition 3.2 On note pour δ > 0, uδ0 = u0∗ 1
δφ( ·δ ) où φ ∈ S est de moyenne 1 et vérifie : ∀k > 0, ∂kξ φ

∧

(0) = 0.
On note également uδ une solution de (2) associée à uδ0 dont l’existence est assurée par la proposition 3.5. De
plus, uδ est défini sur un intervalle [0, T ] indépendant de δ.

Démonstration.
— Ici, la condition initiale est très régulière.

Par exemple ∀r > 0, uδ0 ∈ Hr. En effet comme φ ∈ S ⊂ Hr, en notant φδ = 1
δφ( ·δ ) :

||uδ0||Hr = ||u0 ∗ φδ||Hr =
∫
R
|u0
∧

(1 + ξ2)r/2φδ
∧

| dx 6 ||u0||L2 ||φδ||Hr <∞.

Ainsi par la proposition 3.5, on a que pour uδ est bien solution de (2)
i.e. uδ ∈ C([0, T ],Hs+4) ∩ C1([0, T ],Hs)

— Par la proposition 3.2, on peut définir uδ sur un intervalle [0, C
||uδ0||Hs

] avec C > 0 indépendant de δ.
Or par Cauchy-Schwartz et changement de variable (y = x

δ ) :

‖uδ0‖Hs 6 ‖u0‖Hs‖φδ‖L2 = ‖u0‖Hs‖φ‖L2 .

On peut donc définir uδ sur un intervalle indépendant de δ.

Remarque 3.1 u0 ∈ Hs suffit pour définir correctement uδ.

Pour conclure on admet le lemme suivant :
Lemme 3.3 (uδ)δ converge vers u dans L∞([0, T ],Hs+4).

Proposition 3.6 u est solution de (2), c’est à dire u ∈ C([0, T ],Hs+4) ∩ C1([0, T ],Hs+4).

Démonstration. Par le lemme 3.3, u est la limite uniforme de fonctions continues sur Hs+4.
Donc u ∈ C([0, T ],Hs+4). Enfin u ∈ C1([0, T ],Hs+1) car du

dt = ∂3
xu+ ∂x

(
u2

2

)
∈ C([0, T ],Hs+1).

3.3 Unicité des solution de KdV (2)
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Proposition 3.7 Soit u0 ∈ Hs+4, il y a unicité de la solution de (2) avec u0 comme valeur initiale.

Démonstration. Soit u, v deux solutions de (2) sur [0, T ] associées aux valeurs initiales u0, v0 ∈ Hs+4. On
noteM = 2 max(sup

[0,T ]
||u||Hs , sup

[0,T ]
||v||Hs). Montrons qu’alors il existe C > 0 tel que ||u−v||L2 6 C||u0−v0||L2 .

En utilisant l’équation :

∂t||u− v||2L2 = −2
∫
R

(u− v)∂3
x(u− v) dx−

∫
R

(u− v)∂(u2 − v2) dx

= 0− 1
2

∫
R

(u− v)2∂(u+ v) dx

6
1
2 ||u− v||

2
L2(||∂xu||∞ + ||∂xv||∞)

Ainsi par la proposition 1.4 on a pour s > 3
2 :

∂t||u− v||L2 6 C||u− v||L2(||u||Hs + ||v||Hs) 6 CM ||u− v||L2 .

D’où en intégrant sur [0, t] ⊂ [0, T ] :

||u− v||L2(t) 6 ||u0 − v0||L2 + CM

∫ t

0
||u− v||L2(τ) dτ.

Par le lemme de Gronwall, on obtient :

||u− v||L2 6 ||u0 − v0||eCMT .

Ainsi u0 = v0 ⇒ u = v, ce qui assure l’unicité de la solution de (2).

CONCLUSION

On a ainsi montré que l’équation KdV (2) admet une unique solution définie sur un intervalle [0, T ] avec
T > 0. L’approche énergétique permet également de montrer la continuité par rapport à la condition initiale.
Cependant une approche complémentaire est nécessaire pour montrer que la solution trouvée est définie globa-
lement.
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